8.2.7 Geometricka posloupnost

Predpoklady: 8101, 8102, 8103, 8107

Pedagogicka poznamka: V hoding rozdélim téidu na dvé skupiny a kazda z nich d¢€l4 jeden
z prvnich dvou piikladl. VétSina studentti obou skupin potiebuje pomoc u tabule.
Oba ptiklady napiSu na tabuli a nechdm je tam do okamzZiku, kdy sestavujeme
vzorce pro n-ty ¢len.

H Polocas rozpadu (doba, za kterou se rozpadne piibliZzné polovina existujiciho
H mnoZstvi latky) francia ;. Fr je ptiblizné 5 minut. Jaké mnoZstvi této latky zbude z
pocatecnich 10gramt po ptl hoding?

- Budeme sledovat mnoZstvi francia vzdy po péti minutich:

- poéte¢ni mnoZzstvi ... a, =10

po 5 minutiach a, = 10[—1;—

| 2

- po 10 minutach a, =(10 E—]l—j% =10(lj

. B 1 2_1 1 3

! po 15 minutich a,=|1001— | |==10]| =

! 2) (2 2

| v 1

. po 20 minutach a;=|1000=| |==10| =

! 2) |2 2

. B 1 4_1 1 5

po 25 minutich a,=|1000=| |==10| =

' 2) 12 2

| Y h 1Y 10 _10 _ 5
' po 30 minutich a, = 10[?— —=10| = | =—F=—=—=0,16¢
! 2) |2 2 2° 64 32

' Po 30 minutéch zbude z ptivodnich 10 grami pouze 0,16 gramu francia 2'Fr .

H Pi. 2:  HDP (hruby domdci produkt) Ceské republiky dosahl v roce 2008 hodnoty 353 701
K¢ na jednoho obyvatele. Jaké hodnoty by dosahl v roce 2018, pokud by rostl stalym
tempem 3% rocné?

- Postupujeme podobné jako v piedchozim piikladé, postupné ur€ujeme hodnotu HDP po
- jednotlivych letech:

i pocateCni hodnota

' po 1. roce (rok 2009)
po 2. letech (rok 2010)
' po 3. letech (rok 2011)

' po 4. letech (rok 2012)

n, =353701

n, =35370110,03

n, =(3537010,03) 0,03 = 353701 01,03
n, =(35370100,03) 0,03 = 353701 01,03’

n; =(35370100,03°) 1,03 = 353701, 03"



po 10. letech (rok 2018) n, = (353701 EH,O39) (1,03 =3537010,03" = 475345
' Po deseti letech bude pfi 3% rlstu hodnota HDP na obyvatele 475345 K¢.

Pr.3: Najdi spolecnou specidlni vlastnost obou piedchozich posloupnosti.

. U obou predchozich posloupnosti plati, Ze kazdy ¢len ziskdme vyndsobenim pfedchoziho
' ¢lenu stdle stejnym &islem.

Posloupnost s uvedenou vlastnosti se nazyva geometricka.

Posloupnost (an )oo

n=l1

se nazyva geometrickd, pravé kdyz existuje takové redlné

z w7

¢islo g, Ze pro kazdé ptirozené ¢islo n plati a,,, =a, [§ . Cislo g se nazyva
kvocient posloupnosti.

Jestlize v posloupnosti (an )::1 plati a, #0 a zdrovenl g # 0, pak jsou vSechny Cleny

an+l

posloupnosti rizné od nuly a mizeme psat =q, tedy podil dvou po sob¢ nasledujicich

n

¢lent geometrické posloupnosti je konstantni a rovny jejimu kvocientu.

Pr.4: Urci kvocienty geometrickych posloupnosti z piiklada 1 a 2.

") V pitkladu 1 platf: @, =a %3 .= %

b) V piikladu 2 plati: a,,, =a, 1,03= g =103.

Pr.5: Rozhodni, zda dana tfi ¢isla tvofii tii po sob¢ jdouci Cleny néjaké geometrické
posloupnosti. Pokud ano, ur¢i kvocient.

D i b) V5 -VBENE 43

372%

' Pokud zadana trojice Cisel tvoii tfi po sob¢ jdouci ¢leny geometrické posloupnosti, musi byt
+ jejich podil stejné ¢islo.

! 911
La) —i—i—
47279
! 1
a, _2_2 4 9 .2
: an—l 2 9 an l 9
4 2

! o " . -y . . 2
+ Jde o tfi po sobé& jdouci €leny geometrické posloupnosti s kvocientem 9

) V5 BENE +43

IR N -

B =
\/§+\/§ 5-3

a, _ \/5 \/§+\/§_\/§(\/§+\/§)_\/§(\/§+\/§)



a,., 5+ \/5_\/5(\/5+\/§)_\/§(\/§+\/§)

= =

a, L2 2 2

! . . . . . 2
+ Jde o tfi po sobé jdouci ¢leny geometrické posloupnosti s kvocientem %(\/5 +3 ) .

Pedagogicka poznamka: S piredchozim pfikladem maji studenti opét necekané problémy,
hlavné u bodu b) se pak objevuji problémy s upravenim vyrazu.

Pr. 6: Napis prvnich pét ¢lenti geometrickych posloupnosti:
a)a =1,g=-2, b) a =m, q=0, c)a=5,g=-1,
d) a, =0, ¢g=0.
Které z téchto posloupnosti jsou aritmetické?

ia) a=1,g=-2

Cleny posloupnosti: 1;—2;4;—8;16;... = neni aritmetick.

'b)a =1, q=0

Cleny posloupnosti: 77;0;0;0;0;... = neni aritmeticka.
¢)a=5,qg=-1

Cleny posloupnosti: 5;-5;5;-5;5;... = neni aritmetick4.
d) a,=0,¢=0

Cleny posloupnosti: 0;0;0;0;0;... = je aritmeticka s diferenci d =0.

Pr.7: DokaZz, ze posloupnost (5 2" ): je geometricka.

- Hledame v definici geometrické posloupnosti podminku, kterd odliSuje geometrickou
. posloupnost od ostatnich posloupnosti = musime dokazat, Ze plati: a,,, =a, [§ .

a, =502""

a. =5 )+ = 52
Dosadime: 522 =502"'[§ /:5
2" = ot 4 /-

239

Vztah a,,, =a, L4 plati pro vSechny Cleny posloupnosti = posloupnost (5 EI"H) , je

00
n=

geometricka (s kvocientem 2).

Geometrickd posloupnost je stejné pravidelnd jako aritmetickd = mél by existovat vzorec
pro n-ty Clen.



H Pi. 8: Najdi vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti z piikladt 1 a 2. Vyslov hypotézu o vzorci
geometrické posloupnosti: a;;a,,, =a, l§;nN .

n+l

" a) Cleny posloupnosti mame jiZ upravené tak, aby byl kazdy vyjadien pomoci a, ad:

- pocdteéni mnoZstvi ... a, =10

po 5 minutiach a, = 10[—];—

. po 10 minutach a, = 10[.]1_ —=10| =

: 2)2 2

| y 1)1 1Y
' po 15 minutdch a, =10 Y =10 Y

I
—_
o

0| —

po 20 minutach as =10

| =
| =

N | —

N |~
(@)

N |~

| " 5
' po 25 minutédch e ag= 10[@ 1

po 30 minutach a, =10

N | =
N | =
N | =

i n-1
Zda se, Ze posloupnost by mohla byt ddna vzorcem {10(%) :l

n=1

' b) Cleny posloupnosti mame jiZ upravené tak, aby byl kazdy vyjadien pomoci a, ad:
- pocdteéni hodnota ...  n, =353701

' po 1. roce .. n,=35370101,03

' po 2. letech ... n,=(3537010,03) 0,03 =35370101,03

' po 3. letech .. n,=(35370101,03?) 0,03 = 35370111, 03’

' po 4. letech .. ny=(3537011,03") 1,03 =35370111,03"

' po 10. letech .. m,=(3537010,03°) 0,03 =3537010,03" = 475345

| Zdd se, ze posloupnost by mohla byt dana vzorcem [353701 1,03"™" T

n=1

- Oba odvozené vzorce majf stejny tvar: a, (4" = zfejmé plati: geometrickd posloupnost je

: A n-17]%
- dana vzorcem [al g ]n:

O spravnosti nasi hypotézy se musime presvédcit. Zkusime diikaz matematickou indukei:



Pr.9: Dokaz vétu: V geometrické posloupnosti (an )::1 s kvocientem ¢ plati pro kazdé

nON a,=a """

. 1. Ovérime platnost pro n =1
ca,=a,[§"" =a,[§° =a, = pro n=1 vzorec plati

- 2. Piedpokladame, Ze vzorec plati pro k a dokazujeme, Ze plati i pro k +1
- Vime: a, =a, 4.

' Chceme dokdzat: a,,, =aq, gt = a "

- Urcitg plati rekurentni vztah pro geometrickou posloupnost: a,,, = a, [ .

: . e o _ k-1,

- Dosadime do rekurentniho vyjddieni za a, =a, 4" :

a4, =a g =a T G =a " =a, " - to jsme chtéli.

- Podatilo se ndm vztah dokézat.

Pedagogicka poznamka: Pokud nestthame, pfedchozi piiklad vynechdvame a dikaz bud’
rychle udélam na tabuli, nebo ho tpln¢ pieskocime.

Ted’ uZ mizeme napsat s jistotou:

V geometrické posloupnosti (an )°o

.-, S kvocientem g plati pro kazdé nIN
a =a l§"".

Vzorec je hodn€ podobny vzorci pro aritmetickou posloupnost, opét v ném vystupuje clen
(n - 1), protoZe ¢len a, jsme kvocientem jeSté nendsobili.

Vzorec geometrické posloupnosti pfipomina piedpis exponencidlni funkce = geometricka
posloupnost je specidlnim pifipadem exponencidlni funkce.

Pf. 10: U nésledujicich geometrickych posloupnosti sestav vzorec pro n-ty ¢len, najdi
rekurentni vyjddfeni a ur€i a,.

_ _ —_. . — 1 _ n-171%

a) a1—2,q—2 b) (13—1,61—3 C) |:3( 1) j|n:1
d) q, =«/§;an+1 =a,3;n N e) [3"]:

ra)a, =2,q=2

- Rekurentn{ vyjadieni: ¢, =2;a,,, =a, 2,n0ON .

' Vzorec pro n-ty ¢len: a, =q, [§"" =22"" =2".

Cag=2°=64

| 1

b) a, =1;q =§



' a a
: c 1w, . v/ . — -3 = __2___
- Nejdfive si ur¢ime a: a,=a,l§ = a,=—=—=3 = g =—=—=9.

Rekurentni vyjadieni: a, =9;a,,, =a, B;—,n UN.

n+l

: n-1 n-3
- Vzorec pro n-ty ¢len: a, = a, "' =9 [Elj = (lj )

3 3
3] =3
Kl e e
| 3 27

RIEQ

Posloupnost je zadand vzorcem pro n-ty ¢len = a, =3, g =-1.

n=l1

' Rekurentni vyjadieni: a, =3;a,,, =a, [-1),nON.
- Vzorec pro n-ty ¢len uz méme.
Ca,=30-1) =-3

- d) a =\3:a,, =a,R33;n0ON
- Rekurentn{ vyjadienf uz mame.

a3, g3
Vzorec pro n-ty &len: a, =a, 4" =3 Q3" =43".
=43 =27

[T,

' Pozor, to nenf klasicky vzorec pro n-ty ¢len geometrické posloupnosti = musime vztah
. upravit do tvaru vzorce pro n-ty ¢len.

3'=33"" = 4,=3,¢=3

Rekurentni vyjadreni: a, =3;a,,, =a, B;nN .
- Vzorec pro n-ty ¢len: (3 3" )w_

n=1

L _ a6
L ag =3

Pr. 11: Petakova:
strana 67/cviceni 9 b) c)
strana 67/cvi¢eni 10 b)
strana 67/cviCeni 12 a) ¢) d)

Shrnuti: Posloupnost, v niz kazdy ¢len ziskdme z ¢lenu pfedchoziho vyndsobenim stejnym
¢islem, se nazyva geometrickd. Pti vypoctu jejitho n-tého ¢lenu ndsobime prvni
¢len (n - 1) mocninou kvocientu.



